1. Valor de Shapley ponderado

Otro concepto de solucién que es lineal es el Valor de Shapley ponderado. El
Valor de Shapley del juego v({1}) = v({2}) = 0y v({1,2}) = 1 es Sh(v) =
(1/2,1/2); sin embargo, posiblemente alguno de los jugadores necesite realizar un
mayor esfuerzo en la coalicién {1,2}. A partir de esta consideracién se sugiere
repartir de acuerdo a ponderaciones preestablecidas. Esta idea da lugar al Valor de
Shapley ponderado, un valor que no necesariamente satisface el axioma de simetria.

DEFINITION 1. Se dird que S es una coalicion natural de socios en el juego v,
sipara cada T C S (T#S8) y RC N\S, v(RUT) =v(R).

Una coalicién natural de socios se comporta como un solo individuo, ya que
ninguna subcoalicién propia tiene poder.

Axioma de sociedad. Si S es una coalicién natural de socios en v entonces

P,;(v) =, (Yr(S)ug) para todo i €S.

La interpretacién de este axioma es la siguiente: se espera que cada coalicién
natural de socios juege como un solo individuo en v y negocie lo obtenido entre sus
elementos en forma independiente.

DEFINITION 2. El Valor de Shapley ponderado con un sistema de ponderacion
simple w € R™, w > 0, es un mapeo lineal Sh* : G — R" tal que:
Ly site S

Shw =4 w(S)
i (us) { 0 de otra forma

LEMA 1. El Valor de Shapley ponderado con un sistema de ponderacidn simple
w € R", se puede escribir como

Sh¥(v) = w; Z w(ii;)

T>1

DEMOSTRACION. Como v = ZT;‘&@ dorur y ShY’ es lineal

Sh;”(v) = Z 6TSh§“(uT) = w; Z(ST%
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LEMA 2. Sit es un jugador nulo en v entonces dr(v) = 0 para toda T > i.

DEMOSTRACION. Se tiene que,

drogy = Y (FU)TTe(R) = Y0 (-1 (R)- Y (—1)Hu(RU{i}) = 0.
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LA 3. 07 (us) = { 0 de otra forma

DEMOSTRACION. Se sigue de la unicidad de las deltas y de que las deltas prop-
uestas en el lema satisfacen (?7). O



LEMA 4. Si S es una coalicion natural de socios, TNS # 0 y S € T entonces
o = 0.

DEMOSTRACION. Supéngase que S € T'y SN T # (J, entonces
or =y (=1)"""u(R)
RCT
ahora para RCT,sea R, =SNRy R, =RN(T\S),

Z Z t+r +ry (Rs U Rt)
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R:CT\S R,CSNT
por el lema 4.3. O

TEOREMA 1. ¥ es una solucion lineal que satisface los axiomas de sociedad,
nulidad y Y (un) > 0 si y sélo si existe w tal que ¢ es el Valor de Shapley ponderado
con sistema de ponderacion simple w.

DEMOSTRACION. Sea 1 una solucién que satisfaga los axiomas mencionados
en el teorema. Como S es una coalicién natural de socios en uy:

¥i(un) = Yun (S)v;(us)
asf, basta considerar w; = 1, (uy) y sustituir en la ecuacién anterior para obtener
para ¥;(us) = w;/w(S).
Ahora, la demostracion del teorema en la otra direccion, (Sh* satisface los axiomas
del teorema)

a) Sh" satisface nulidad. Si el jugador ¢ es un jugador nulo en v, entonces
Sh¥(v) =0 por los lemas 1y 2.
b) Sh" satisface eficiencia.
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c) ShY satisface el axioma de sociedad. Supongamos S una coalicién natural
de socios e ¢ € S, entonces

Shi"(us)ZSh?(v)— ZZ W
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Z doow = 2 > w(TﬂS)w(T)
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